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一. 填空题

1. 已知集合 {1,3,0}A = ， 2}{3,B m= ，若 B A ，则实数m 的值为

2. 已知复数
1

1 i
z =

+
，其中 i 是虚数单位，则 | |z =

3. 已知 0a  ， 0b  ，且 2 1a b+ = ，则 ab的最大值为

4. 二项式 81
( )

2
x

x
+ 的展开式中的常数项是

5. 设集合 { | lg(1 )}A x y x= = − ，集合
1

2}{ |B y y x= = ，则 A B =

6. 将函数 ( )y f x= 图象上的点保持纵坐标不变，横坐标伸长为原来的两倍后得到函数

1( )y f x= 的图象，再将 1( )y f x= 的图象向上平移 1 个单位后得到函数 siny x= 的图象，

则 ( )y f x= 的函数表达式是 y =

7. 函数 ( ) 2sin(2 )
3

f x x


= − 在[0, ] 上的单调递减区间为

8. 已知定义域为 R 的函数
1 1

( )
2 2 1x

f x = − +
+

则关于 t 的不等 

式 2 22 ) 0( 2 1)(f t t f t+ － － 的解集为

9. 如图， P为△ ABC 外接圆O 上一个动点，若 1CA = ，

3CB = ， 150ACB = ，则CA CP 的最大值为 

10. 若函数 | |y k x= 与 3|log ( 1)|
3

x
y

+
= 的图像有 3 个公共点，则实数 k 的取值范围是 

11. 若对圆 2 2( 3) ( 2) 1x y− + − = 上任意一点 ( , )P x y ， 3 4 || | 9 3 4 |x y a x y− + + − + 的取值 

与 x 、 y 无关，则实数 a 的取值范围是   

12. 已知集合 { | 2 1, }A x x n n = = − N ， { | 2 , }nB x x n = = N ．将 A B 的所有元素从

小到大依次排列构成一个数列{ }na ．记 nS 为数列{ }na 的前 n 项和，则使得 112n nS a + 成立

的 n 的最小值为 

二. 选择题

13. “ 1x = 且 2y = ”是“ 3x y+ = ”的（ ）条件 

A. 充分不必要 B. 必要不充分 C. 充要 D. 既不充分也不必要

14. 已知 x y z  且 0x y z+ + = ，则下列不等式恒成立的是（ ）

A. xy yz B. xz yz C. xy xz D. | | | |x y z y



15. 已知、  是不同的平面，m 、 n 是不同的直线，则下列命题不．正确的是（    ） 

A. 若m ⊥ ， //m n，n  ，则 ⊥      B. 若m ⊥ ， //m n，则n ⊥  

C. 若 //m  ， //m n，则 //n  D. 若m ⊥ ，m ⊥ ，则 //   

16. 已知复数 1z 、 2z 满足
1 1| 1| | 1| 2 2z z+ + − = ， 2| 2i | 2z − = ，（其中 i 是虚数单位），

则 1 2z z− 的最大值为（    ） 

A. 3 B. 5 C. 2 5 D. 2 2 2+

三. 解答题

17. 如图，在四棱锥O ABCD− 中，底面 ABCD 是边长为 1 的菱形，
4

ABC


 = ， 

OA⊥底面 ABCD ， 2OA = ，M 为OA的中点，N 为 BC 的中点. 

（1）证明：直线 MN∥平面 OCD； 

（2）求点 B 到平面 OCD 的距离.

18. 已知 3 2( )f x x ax bx c= + + + 在点 (1,2)P 处的切线斜率为 4，且在 1x = − 处取得极值. 

（1）求函数 ( )f x 的单调区间； 

（2）若函数 ( ) ( ) 1g x f x m= + − 有三个零点，求m 的取值范围.  



19. 新冠肺炎疫情发生以后，口罩供不应求，某口罩厂日夜加班生产，为抗击疫情做贡献.

生产口罩的固定成本为400万元，每生产 x 万箱，需另投入成本 ( )p x 万元，当产量不足60  

万箱时， 21
( ) 50

2
p x x x= + ；当产量不小于60万箱时，

6400
( ) 101 1860p x x

x
= + − ，若每 

箱口罩售价100 元，通过市场分析，该口罩厂生产的口罩可以全部销售完. 

（1）求口罩销售利润 y （万元）关于产量 x （万箱）的函数关系式； 

（2）当产量为多少万箱时，该口罩生产厂在生产中所获得利润最大？ 

20. 如图，已知 1 1)( ,A x y 、 2 2 )( ,B x y 为抛物线 21
:

4
y x = 的图像上异于顶点的任意两个点， 

抛物线在点 A、 B处的切线相交于 0 0( , )P x y . 

（1）写出这条抛物线的焦点坐标和准线方程； 

（2）求证： 1x 、 0x 、 2x 成等差数列， 1y 、 0y 、 2y 成等比数列； 

（3）若 A、F、B 三点共线，求出动点 P 的轨迹方程及△PAB 面积的最小值. 



21. 已知数列{ }na 满足 1 1a = ， 1| | n

n na a p+ − = ， n N ． 

（1）若 1p = ，写出 4a 所有可能的值；

（2）若数列{ }na 是严格递增数列，且 1a 、 22a 、 33a 成等差数列，求 p 的值；

（3）若 2p = ，且 2 1{ }na − 是严格递增数列， 2{ }na 是严格递减数列，求数列{ }na 的通项公

式． 
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一、填空题（1-6每题 4分，7-12每题 5分，满分 54分） 

1．已知集合    21,3,0 , 3,A B m= = ，若B A ，则实数m 的值为__________.

【详解】因为B A ，所以 2 1m = 或 2 0m = ，所以 0,1, 1m = − ，经检验均符合要求，故答案

为：0，1，-1. 

2．已知复数
1

1 i
z =

+
，其中 i 是虚数单位，则 z = _______． 

【详解】由题意得，
1 1

| |
1 i |1 i| 2

2
z = = =

+ +
，故答案为：

2

2
. 

3．已知 0a  , 0b  且 2 1a b+ = ,则ab的最大值为______. 

【详解】答案为：
8

1
． 

4．二项式
8)

2

1
(

x
x + 的展开式中的常数项是 . 

【详解】利用二项展开式的通项公式得常数项为 ,
8

35
)

2

1
( 44

8 =C 故答案为：
8

35
. 

5．设集合  | lg(1 )A x y x= = − ，集合
1

2B y y x
  

= = 
  

，则 A B =________．

【详解】因为集合 ( ,1), [0, )A B= − = + ，所以 [0,1)A B = ，故答案为：[0,1) . 

6．将函数 ( )y f x= 图象上的点保持纵坐标不变，横坐标伸长为原来的两倍后得到函数

1( )y f x= 的图象，再将 1( )y f x= 的图象向上平移 1 个单位后得到函数 siny x= 的图象，则

( )y f x= 的函数表达式是 y = _____． 



【详解】由题意可知 1( ) ( )
2

x
f x f= ， 1sin ( ) 1x f x= + ，即 ( ) sin 1

2

x
f x= − ，所以

( ) sin 2 1f x x= − ，故答案为：sin2 1x − 。 

7．函数 ( ) 2sin 2
3

f x x
 

= − 
 

在[0, ] 上的单调递减区间为______． 

【详解】令
3

2 2 2 ( )
2 3 2

k x k k
  

 +  −  + Z ，解得
5 11

( )
12 12

k x k k
 

 +   + Z ， 

令 0k = 得
5 11

12 12
x

 
  ，所以函数 ( ) 2sin 2

3
f x x

 
= − + 

 
在[0, ] 上的单调递增区间为

5 11
,

12 12

  
 
 

，故答案为：
5 11

,
12 12

  
 
 

． 

8．已知定义域为 R 的函数 ( )
1 1

2 2 1x
f x = − +

+
则关于 t 的不等式 ( ) ( )2 22 2 1 0f t t f t+ － － 的

解集为______.【详解】函数 ( )
1 1

2 2 1x
f x = − +

+
的定义域为 R.因为

( )
1 1 1 2

2 2 1 2 2 1

x

x x
f x

−
− = − + = − +

+ +
， 

所以 ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 0
2 2 1 2 2 1x x

f x f x
−

   
− + = − + + − + = − + =   

+ +   
，所以 ( ) ( )f x f x− = − ，即 ( )f x 是

奇函数. 

因为 2xy = 为增函数，所以
1

2 1x
y =

+
为减函数，所以 ( )

1 1

2 2 1x
f x = − +

+
在 R 上为减函数. 

所以 ( ) ( )2 22 2 1 0f t t f t－ ＋ － ＜ 可化为 ( ) ( ) ( )2 2 22 2 1 1 2f t t f t f t－ ＜－ － ＝ － . 

所以 2 22 1 2t t t－ ＞－ ，解得： 1t＞ 或
1

3
t＜－ .故答案为： ( )

1
, 1,

3

 
− −  + 
 

. 

【另解】直接代入计算得 12 123 2

−− tt ，解得 ( )
1

( , ) 1, .
3

t − − +

9．如图，P 为 ABC 外接圆O上一个动点，若 1, 3, 150CA CB ACB= =  = ，则

CA CP 的最大值__________.

【详解】由余弦定理得 2 2| | 2 cos150 7AB CA CB CA CB= + −  = ，由正弦定理得外

接圆半径
1

7
2 sin150

AB
R =  = ，所以 | |CA CP CA d d = = ，其中d 是CP在CA上的投

影，过点O作 / /OP CA交圆于点P ，如图所示， 

则 max

1 1
| | 7

2 2
CA Rd + == + ，所以CA CP 的最大值为

1
7

2
+ , 故答案为：

1
7

2
+ .

解法 2：
1 1

( ) 7 cos , 7.
2 2

CA CP CA CO OP CA CO CA OP CA OP =  + =  +  = +   +



解法 3：建系， )sin73
2

3
,cos7

2

1
(),

2

3
,

2

3
(),0,1(),0,0(  ++− PBAC

10．若函数 y k x= 与 ( )3log 1
3

x
y

+
= 的图像有 3 个公共点，则实数 k的取值范围是____________ 

【详解】由 ( )3log 1
3

x
y

+
= 得

1
, 1 0

1

1, 0

x
y x

x x


−  

= +
 +

，由 | |y k x= 得

, 0

, 0

kx x
y

kx x

− 
= 


，作出两函数的图象如下图：当 0x 时， 1k  ，在[0，

)+ 上有一个交点，而函数 | |y k x= 与 ( )3log 1
3

x
y

+
= 的图象恰有两个

公共点，所以当 0x  时两函数图象有且只有一个交点，即 y kx= − 与

1

1
y

x
=

+
相切，即

1
( 0)

1
kx x

x
− = 

+
，即 2 1 0kx kx+ + = ， 2 4 0k k = − = ，解得 4k = 或 0（舍

去），于是当 4k 时有 3个公共点， 

故答案为： ),4( + ． 

11．若对圆 2 2( 3) ( 2) 1x y− + − = 上任意一点 ( , )P x y ，3 4 9 3 4x y a x y− + + − + 的取值与 x 、y

无关，则实数 a 的取值范围是_________. 

【详解】设
( ) ( )

2 22 2

3 4 3 4 9
3 4 9 3 4 5

3 4 3 4

x y a x y
x y yz a x

 
− + − + +

 − + + − + = +
 + − + 

=
−

，故

3 4 9 3 4x y a x y− + + − + 可以看作点 P 到直线m ：3 4 0x y a− + = 与直线 l： 3 4 9 0x y− + + = 距

离之和的5倍， 

3 4 9 3 4x y a x y− + + − + 的取值与 x 、 y 无关，这个距离之和与点 P 在圆上的位置无关， 

如图所示，可知直线m 平移时，P 点与直线m 、l的距离之和均为m 、l

的距离，即此时圆在两直线的中间，当直线m 与圆相切时，

( )
22

3 3 4 2 1
1

53 4

a a −  + +
= =

+ −
，解得： 4a = 或 6a = − （舍去） 4a    实

数 a 的取值范围是 )4,+ , 故答案为： )4,+ .

12．已知集合 { | 2 1, , 1}A x x n n N n= = −   ，

{ | 2 , , 1}nB x x n N n= =   ．将 A B的所有元素从小到大依次排列构成一个数列{ }na ．记 nS

为数列{ }na 的前 n 项和，则使得 112n nS a + 成立的 n 的最小值为________． 

【详解】设 =2k

na ，则
1 2[(2 1 1)+(2 2 1)+(2 3 1)+ (2 2 1)] [2 2 2 ]k k

nS −=  −  −  − +  − + + + +



( )1 1

2 2 1
2 1 2 2 1 2(1 2 )

2 2 2
2 1 2

k k k
k k

− −

− +
+  − −

= + = + −
−

由 112n nS a + 得 2 2 1 1 2 1 1 52 2 2 12(2 1),(2 ) 20(2 ) 14 0,2 2 , 6k k k k k k k− + − − −+ −  + − −   

所以只需研究
5 62 2na  是否有满足条件的解，此时

2 5[(2 1 1)+(2 2 1)+(2 3 1)+ (2 1)] [2 2 2 ]nS m=  −  −  − + − + + + + 2 5 12 2m += + − ， 

+1 2 1na m= + ，m 为等差数列项数，且 16m  . 由 2 5 1 22 2 12(2 1), 24 50 0m m m m++ −  + − +  ，

22, 5 27m n m  = +  ，于是满足条件的 n 最小值为27 .

二、选择题（每题 5分，满分 20分） 

13．“ 1x = 且 2y = ”是“ 3x y+ = ”（  ）条件 

A．充分非必要     B．必要非充分  C．充要 D．既非充分又非必要 

【详解】选：A. 

14．已知 x y z  且 0x y z+ + = ，则下列不等式恒成立的是（  ） 

A． xy yz         B． xz yz          C． xy xz D． x y z y

【详解】因为 x y z  且 0x y z+ + = ，所以3 0x x y z + + = ，即 0x  . 

又因为3 0z x y z + + = ，即 0z  .所以 0x  ， 0z  ， y 无法判断.

对选项 A，当 0y = 时， xy yz= ，故 A 错误； 

对选项 B，因为 x y ， 0z  ，所以 xz yz ，故 B 错误； 

对选项 C，因为 y z ， 0x  ，所以 xy xz ，故 C 正确； 

对选项 D，当 0y = 时， x y z y= ，故 D 错误.   故选：C 

15．已知、  是不同的平面，m 、 n 是不同的直线，则下列命题不．正确的是（      ） 

A．若m ⊥ ， //m n，n  ，则 ⊥  B．若 , / /m m n⊥ ，则n ⊥  

C．若 //m  ， //m n，则 //n   D．若m ⊥ ，m ⊥ ，则 //   

【详解】A 项：因为m ⊥ ， //m n，所以n ⊥ ，因为n  ，所以 ⊥ ，A 正确； 

B 项：由 , / /m m n⊥ ，根据线面垂直的性质能推出n ⊥ ，B 正确； 

C 项： n 有可能在平面内，C 错误； 

D 项：由垂直于同一条直线的两个平面互相平行知，D 正确，故选：C 

16．已知复数 1 2,z z 满足 1 1 21 1 2 2,| 2 | 2z z z i+ + − = − = ，（其中 i 是虚数单位），则 1 2z z− 的

最大值为（  ） 

A．3 B．5 C．2 5  D．2 2 2+  

【详解】复数 1z 在复平面的对应点的轨迹为焦点分别在 ( )1,0− ， ( )1,0 的椭圆，方程为



1
2

2
2

=+ y
x

；复数 2z 在复平面的对应点的轨迹为圆心在 ( )0,2 ，半径为2 的圆，方程为

4)2( 22 =−+ yx ，结合图形知 1 2 1max max
2 2 5z z z i− = − + = ，此时 1 2, 2z i z i= − = ，故选 B. 

另解：设 1 22 cos sin , 2cos (2 2sin ), ,z i z i R     = + = + +  ，则 

1 2 | 2 |z z t−  + ，其中 ]3,1[6sin4sin 2 +−−= t ，于是 1 2 | 2 | 5.z z t−  + 

三、解答题（满分 76 分） 

17．（满分 14分，第 1 小题 6 分，第 2小题 8分） 

如图，在四棱锥O ABCD− 中，底面 ABCD是边长为 1 的菱形，
4

ABC


 = ， 

OA⊥底面 ABCD， 2OA = ，M 为OA的中点，N 为 BC 的中点. 

（1）证明：直线 MN//面 OCD； 

（2）求点 B 到平面 OCD 的距离．

【解 1】过 A 作 AP CD⊥ 交 CD 于点 P.如图示，分别以 , ,AB AP AO为 x、y、z

轴正方向建立坐标系，则 ( )0,0,0A ， ( )1,0,0B ，
2

0, ,0
2

P
 
  
 

，
2 2

, ,0
2 2

D
 
−  
 

，

( )0,0,2O ， ( )0,0,1M ，
2 2

1 , ,0
4 4

N
 
−  

 
. 

（1）
2 2

1 , , 1
4 4

MN
 

= − −  
 

，
2

0, , 2
2

OP
 

= −  
 

，
2 2

, , 2
2 2

OD
 

= − −  
 

. 

设平面 OCD 的法向量为 ( ), ,n x y z= ，则

2
2 0

2

2 2
2 0

2 2

n OP y z

n OD x y z


 = − =





 = − + − =


. 

不妨取 2z = ，解得： ( )0,4, 2=n .…………………………………………… 4 分

因为 ( )2 2
1 , , 1 0,4, 2 0 2 2 0

4 4
MN n

 
 = − −  = + − =  

 
， 

直线MN 面 OCD，所以 MN//面 OCD.………………………………………… 6 分 

（2）设点 B 到平面 OCD 的距离为 d，则 d 为OB 在向量 ( )0,4, 2=n 上的投影的绝对

值，……… 8分 

由 ( )1,0, 2OB = − ， 得
2

0 0 2 2 2

30 4 2

OB n
d

n

+ −
= = =

+ +
.…………………… 12分 

所以点 B 到平面 OCD 的距离为
2

3
.……………………… 14分 



【解 2】(1)如图所示，取 OD 中点 P，连接 MP、PC，则 NCADMP //
2

1
// ， 

………………………………………………………………… 2分 

故四边形 MNCP 是平行四边形，则 MN//PC，…………………… 4分 

而 OCDPC 平面 ，于是直线 MN//面 OCD.…………………… 6分

(2) 利用等体积法有 OCDBBCDO VV −− = ，设点 B 到平面 OCD 的距离为d ， 

则 dSOAS OCDBCD = 
3

1

3

1
，即

OCD

BCD

S

OAS
d



 
= .………………… 8分 

由于 22
2

2
11211 −=−+=AC ， 26−=OC ， 1,5 == CDOD ，

10

10
cos =ODC ，则 2

4

3

10

103
51

2

1
==OCDS ，……………… 12分 

于是 .
3

2

2
4

3

2
4

3
sin11

2

1

=



=


=






OCD

BCD

S

OAS
d ………………………… 14分 

18．（满分 14分，第 1 小题 6 分，第 2小题 8分） 

已知函数 3 2( )f x x ax bx c= + + + 在点 ( )1, 2P 处的切线斜率为 4，且在 1x = − 处取得极值． 

(1)求函数 ( )f x 的单调区间；

(2)若函数 ( ) ( ) 1g x f x m= + − 有三个零点，求m 的取值范围．

【解】（1）由题意，函数 3 2( )f x x ax bx c= + + + ，可得 ( ) 23 2f x x ax b = + + ， 

因为函数 3 2( )f x x ax bx c= + + + 在点 ( )1, 2P 处的切线斜率为 4，且在 1x = − 处取得极值， 

可得

(1) 2

(1) 4

( 1) 0

f

f

f





=


=
 − =

，即

1 2

3 2 4

3 2 0

a b c

a b

a b

+ + + =


+ + =
 − + =

，解得 1, 1, 1a b c= = − = ，所以

( ) 3 2 1f x x x x= + − + ，………… 3分 

可得 ( ) 23 2 1f x x x = + − ，令 ( ) 0f x = ，解得 1x = − 或
1

3
x = ． 

当 x 变化时， ( )f x ， ( )f x 的变化情况如下：

x ( ), 1− − －1 1
1,

3

 
− 
 

1

3

1
,

3

 
+ 

 

( )f x ＋ 0 － 0 ＋ 



( )f x 2 22

27

所以函数 ( )f x 的单调递减区间是
1

1,
3

 
− 
 

；单调递增区间是 ( ), 1− − ，
1

,
3

 
+ 

 
．…… 6分 

（2）依题意方程 ( ) 1 0f x m+ − = 有 3 个不同实数根，…………………… 8分

即 ( ) 1f x m= − ，函数 ( )y f x= 与函数 1y m= − 的图像有 3 个不同的交点，……… 10分

结合（1）知
1

( ) 1 ( 1)
3

f m f −  − ，…………………………… 12分 

解得
5

1
27

m−   .…………………………… 14分 

19．（满分 14分，第 1 小题 6 分，第 2小题 8分） 

新冠肺炎疫情发生以后，口罩供不应求，某口罩厂日夜加班生产，为抗击疫情做贡献.

生产口罩的固定成本为400万元，每生产 x 万箱，需另投入成本 ( )p x 万元，当产量不足60 万

箱时， ( ) 21
50

2
p x x x= + ；当产量不小于60万箱时， ( )

6400
101 1860p x x

x
= + − ，若每箱口罩

售价100元，通过市场分析，该口罩厂生产的口罩可以全部销售完. 

（1）求口罩销售利润 y （万元）关于产量 x （万箱）的函数关系式；

（2）当产量为多少万箱时，该口罩生产厂在生产中所获得利润最大？ 

【解】（1）当0 60x  时，

2 21 1
100 50 400 50 400

2 2
y x x x x x

 
= − + − = − + − 

 
；…………………… 2分 

当 60x  时，
6400 6400

100 101 1860 400 1460y x x x
x x

   
= − + − − = − +   

   
.…………… 4分 

所以，

21
50 400,0 60

2

6400
1460 , 60

x x x

y

x x
x


− + −  

= 
  − +  

  

；…………………… 6分 

（2）当0 60x  时，
2 21 1

50 400 ( 50) 850
2 2

y x x x= − + − = − − + ，

当 50x = 时， y 取得最大值，最大值为850万元；……………………………… 8分

当 60x  时，
6400 6400

1460 1460 2 1300y x x
x x

 
= − +  −  = 

 
，…………… 10分 

当且仅当
6400

x
x

= 时，即 80x = 时， y 取得最大值，最大值为1300万元.……… 12分

综上，当产量为80万箱时，该口罩生产厂在生产中获得利润最大，最大利润为1300万

元.……… 14分 



20．（满分 16分，第 1 小题 4 分，第 2小题 6分，第 3小题 6分） 

如图，已知 ( ) ( )1 1 2 2, ,A x y B x y､ 为抛物线
21

:
4

y x = 的图像上异于顶点的任

意两个点，抛物线在点 A B､ 处的切线相交于 0 0( , )P x y . 

(1)写出这条抛物线的焦点坐标和准线方程；

(2)求证： 1 0 2x x x､ ､ 成等差数列， 1 0 2y y y､ ､ 成等比数列； 

(3)若 BFA ,, 三点共线，求出动点P 的轨迹方程及 PAB 面积的最小值.

【解】(1)抛物线的标准方程为 2 4x y= ，于是焦点坐标为 )1,0(F ，准线方程为

1−=y .………… 4 分 

（2）函数
21

4
y x= 的导函数为

1

2
y x = ，于是

2

11

2

111
4

1

2

1

4

1
)(

2

1
: xxxxxxxylAP −=+−= ，

2

22

2

222
4

1

2

1

4

1
)(

2

1
: xxxxxxxylBP −=+−= …………………… 6分

联立










−=

−=

2

22

2

11

4

1

2

1

4

1

2

1

xxxy

xxxy

解得
4

,
2

21
0

21
0

xx
y

xx
x =

+
= ，而 ,

4

1
,

4

1 2

22

2

11 xyxy == 于是

21

2

2

2

12

0
16

yy
xx

y == ，即 ,
2

21
0

xx
x

+
= 21

2

0 yyy = ，故 1 0 2x x x､ ､ 成等差数列， 1 0 2y y y､ ､ 成等比数

列.………… 10分 

（3）由于 BFA ,, 三点共线，设 1: += kxylAB  

联立 044

4

1

1
2

2
=−−









=

+=

kxx
xy

kxy

，于是 4,4 2121 −==+ xxkxx ，结合（2）得




−=

=

1

2

0

0

y

kx
， 

即动点P 的轨迹方程为 1−=y .……………… 12分

4)1(4
1

|22|
)1616)(1(

2

1
||

2

1
2

3

2

2

2
22 +=

+

+
++== k

k

k
kkdABS PAB ，即 PAB 面积的

最小值为 4.……………………… 16分 

21．（满分 18分，第 1 小题 4 分，第 2小题 6分，第 3小题 8分） 

已知数列 na 满足 1 11, , , 1n

n na a a p n N n+= − =   ．

（1）若 1p = ，写出 4a 所有可能的值；

（2）若数列 na 是严格递增数列，且 1 2 3, 2 , 3a a a 成等差数列，求 p 的值； 

（3）若 2p = ，且 2 1na − 是严格递增数列， 2na 是严格递减数列，求数列 na 的通项公式． 



【解】（1） 4a 有可能的值为 2 0 2 4− ，，，；…………………………… 4分

（2）因为数列 na 是递增数列，所以 1 1 .n

n n n na a a a p+ +− = − = ……… 6分 

而 1 1a = ，所以
2

2 31, 1a p a p p= + = + + ，又 1 2 3, 2 ,3a a a 成等差数列，所以 2 1 34 3a a a= + ， 

所以 23 0p p− = .解得
1

3
p = 或 0p = ，当 0p = 时， 1n na a+ = ，这与 na 是严格递增数列矛盾，

所以
1

3
p = .………………………… 10分 

（3）因为 2 1na − 是递增数列，所以 2 +1 2 1 0n na a −−  ，所以 ( ) ( )2 +1 2 2 2 1 0n n n na a a a −− + −  ， ① 

但
2 2 1 2 2 1

2 +1 2 2 2 1| | 2 ,| | 2 ,2 2n n n n

n n n na a a a − −

−− = − =  ，所以 2 +1 2 2 2 1n n n na a a a −−  − ，② 

由①，②知， 2 1 2 0n na a+ −  ，所以
2

2 1 2 2 n

n na a+ − = ，③ 

因为 2na 是递减数列，同理可得 2 2 2 1 0n na a+ +−  ，所以
2 1

2 2 2 1 2 n

n na a +

+ +− = − ，④ 

联立③，④得

2

2 1 2

2 1

2 2 2 1

2
( 1)

2

n

n n

n

n n

a a
n

a a

+

+

+ +

 − =


− = −
，相加可得

2

2 2 2 2 n

n na a+ − = − ， 1n …… 13分 

累加得

3

2

3

4
)222()()()(

2

2

2242

2222462422

n
n

nnn aaaaaaaaaa −+=−−−−+=−++−+−+= −

− 

于是由③得 2

2

1

21 2

24 2

3 3
2 n

n

n

na a a+

+

== + + + ， 1n . 

即
2

2

2

4 2
, 3

4 ( 2)3 3
, 2

3 34 2
, 2

3 3

n

n

n

n
a

a n n

a n N n

a n n


+ +  −

= = + −  
 + − 


为奇数,

，

为偶数,

所以
2

1, 1

( )4 ( 2)
, 2

3 3

n
n na

n

N
a n

=


=  −
+ − 



……………………… 16分 

由 1 2 11, 2a a a= − = 得 132 −= 或a ， 

于是当 32 =a 时，

1, 1

13 ( 2)
, 2

3

n
na

n

n

=


=  − −




；当 12 −=a 时，
1 ( 2)

3
n

n

a
− −

= ,其中

, 1n N n  .……… 18分 


