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17．【答案】(1)证明见解析 (2) 221
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【详解】(1)由第 2，3，4项的二项式系数依次成等差数列得 2 1 32 n n nC C C 

解得 2n  （舍去）或 7n 
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令
14 3 0

4
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 ，得
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r N   ，故展开式中没有常数项；

(2)令
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4
r Z
 ，则 2r  或 6r 
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所以展开式中的有理项为 2
3
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18．【答案】(1)729； (2)2023 ∙ 22022.

【详解】(1)设     2
0 1 21 2 n n

nf x x a a x a x a x       ， *Nn ，

 1 2 nx 的展开式通项为  1 C 2 C 2rr r r r
r n nT x x     ，

所以，  2 2
2 C 2 2 1 60na n n     ，即 2 30 0n n   ， Nn  ，解得 6n  ，

所以，     62
0 1 2

6
61 2f x x a a x a x a x      

         6 6
66

0 1 2 0 1 2 1 1 3 1 729a a a a a a a a f f                .

(2)因为 1 + � 2023 = �0 + �1� + �2�2 + ⋯ + �2023�2023

两边求导，得：2023 1 + � 2022 = �1 + 2�2� + 3�3�2 + ⋯ + 2023�2023�2022

令� = 1，有�1 + 2�2 + 3�3 + ⋯ + 2023�2023 = 2023 ∙ 22022
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又因为 1 + � 2023二项展开式中�� = �2023
� = �2023

2023−� = �2023−�，

所以 �2022 + 2�2021 + 3�2020 + ⋯ + 2023�0

= �1 + 2�2 + 3�3 + ⋯ + 2023�2023 = 2023 ∙ 22022

19．【答案】（1）   3 26 9 4f x x x x    ；（2）1 5m 

【详解】（1）由   3 2 23f x x ax bx a    可得   23 6f x x ax b    ，

因为   3 2 23f x x ax bx a    在 = 1x  时有极值 0，

所以
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，即 2
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，解得
1
3

a
b


 
或

2
9

a
b


 
，

当 1a  ， 3b  时，    223 6 3 3 1 0f x x x x       ，

函数  f x 在 R上单调递增，不满足在 = 1x  时有极值，故舍去，

当 2a  ， 9b  时满足题意，所以常数 a，b的值分别为 2a  ， 9b  ，

所以   3 26 9 4f x x x x    ．

（2）由（1）可知   3 26 9 5h x x x x m     ，

      23 4 3 3 1 3h x x x x x       ，

令   0h x  ，解得 1 1x   ， 2 3x   ，

∴当 3x   或 1x   时，   0h x  ，当 3 1x    时，   0h x  ，

∴  h x 的递增区间是  , 3  和  1,  ，单调递减区间为  3, 1  ，

当 3x   时，  h x 有极大值 m 5  ；当 = 1x  时，  h x 有极小值1 m ，

要使函数  h x 有三个零点，则须满足
5 0

1 0
m
m

  
  

，解得1 5m  ．

20.【答案】(1)单调递增区间为 ( , 1)  和 (1, ) ，单调递减区间为 −1,1

(2) a > 4

【详解】（1）当 1a  时， 3( ) 3 1, Rf x x x x    ．

由 2( ) 3 3f x x   ，令 ( ) 0f x  ，解得 1x   或 1x  ；

令 ( ) 0f x  ，解得 1 1x   ．

所以 ( )f x 的单调递增区间为 ( , 1)  和 (1, ) ，单调递减区间为 ( 1,1) ．

（2）易知原点 O不在函数 ( )f x 的图像上，设切点为 ( , ( ))( 0)t f t t  ．

求导得 2( ) 3 2( 1) 3f x x a x    ，则
( ) ( )f t f t
t

  ，
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即
3 2

2( 1) 3 1 3 2( 1) 3t a t t t a t
t

   
    ，整理得 3 22 ( 1) 1 0t a t    ，

所以 2

11 2a t
t

   ，

令 2

1( ) 2 ( 0)g t t t
t

   ，则 3

2( ) 2g t
t

  ，

令 ( ) 0g t  ，解得 0t  或 1t   ；令 ( ) 0g t  ，解得 1 0t   ，

所以函数 ( )g t 在区间 ( , 1)  上单调递增，在 ( 1,0) 上单调递减，在 (0, ) 上递增，

故当 0t  时， max( ) ( 1) 3g t g    ；

当 t时， ( )g t ； 0t 时， ( )g t ，

当 0t  时， ( )g t 的取值范围为R．

而过原点 O可作三条直线与 ( )f x 的图像相切，则
( ) ( )f t f t
t

  有三个不相等的实数

根，也就是直线 1y a  与函数 ( )y g t 的图象有三个交点，则有1 3a   ，即 4a  ．

21.【答案】(1)当 0a  时，函数  f x 在  0, 单调递增，

当 0a  时，函数  f x 在
10,x
a

  
 

上单调递增，函数  f x 在
1 ,x
a

   
 

上单调递减；

(2) 3a  .

【详解】（1）因为函数   ln 2( R, 0)f x x ax a x     ，

所以   1f x a
x

   ，

当 0a  时，   1 0f x a
x

    ，所以函数  f x 在  0, 单调递增，

当 0a  时，另   1 0f x a
x

    ，得
1x
a

 ，

当
10,x
a

  
 

时，   1 0f x a
x

    ，所以函数  f x 单调递增，

当
1 ,x
a

   
 

时，   1 0f x a
x

    ，所以函数  f x 单调递减，

综上所述，当 0a  时，函数  f x 在  0, 单调递增，

当 0a  时，函数  f x 在
10,x
a

  
 

上单调递增，在
1 ,x
a

   
 

上单调递减；

（2）若不等式 ( ) ( )f x g x 恒成立，则有 ( ) ( ) 0f x g x  ，

即 ln 2 ( 1) 0xx ax x x a x     e ，
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化简得 ln 2xa x x x   e ，

设函数   ln 2xh x x x x   e ， 0x  ，

   1 11 1x x xh x x x
x x

         
 

e e e ，

令   0h x  得
1e 0x

x
  ，即

1ex
x

 ，

所以存在  0 0,x   ，使得  0 0h x  成立，所以 0

0

1ex
x

 ，①，

且 0 0
0

1ln lnx x
x

   ，即 0 0ln x x  ，②，

当  00,x x 时，   0h x  ，  h x 单调递减，

当  0 ,x x  时，   0h x  ，  h x 单调递增，

所以     0
0 0 0 0min

ln 2xh x h x x x x    e ，

代入①②，可得   0 0 0min
0

1 2 3h x x x x
x

     ，

要使得  a h x 恒成立，则  mina h x 即可，

所以 3a  .

22.【答案】(1)最大值为： 32e 3e ，最小值为： e

(2)证明见解析

【详解】（1）当 ea  时，可得：    1 e exf x x x   .

求导，可得：   e exf x x   ，  1 0f   .

设   e exg x x  ，求导可得：    1 exg x x   .

当 1 3x   时，   0g x  ，  g x 在 1,3 上单调递增，即  f x 在 1,3 上单调递增.

又  1 0f   ，可得：当  1,1x  时，   0f x ′ ；当  1,3x 时，   0f x ′ ；

故  f x 在区间 1,1 上单调递减，在区间 1,3 上单调递增.

可得：    min
1 ef x f   ，          3

max
max 1 , 3 3 2e 3ef x f f f     .

故函数  f x 在区间 1,3 上的最大值与最小值分别为： 32e 3e ， e .
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（2）对  f x 求导，可得：   exf x x a   .

由（1）可知，  f x 在区间  , 1  上单调递减，在区间  1,  上单调递增.

要使函数  f x 有两个极值点，则方程 e 0xx a  必有有两个零点�1，�2(�1 < �2)

令   exh x x ，  0 0h  ，可得：    1 exh x x   .

故    min

11
e

h x h    ，当 x无限趋近时，  h x 无限趋近 0 .

可得：
1 0
e

a   ，且 1 2 0x x  .

由方程 e 0xx a  ，可得：    ln lnx x a    .

即关于 x的方程    ln lnx x a    由两个不同的实数根�1，�2(�1 < �2 < 0).

令    lnT x x x   ，可得：   1 1T x
x

   .

故  T x 在区间  , 1  上单调递增，在区间  1,0 上单调递减.

可得： 1 21 0x x    ，所以
2

1 1
x

  .

令      1 12lnS x T x T x x
x x

       
 

（ 0x  ），  1 0S   .

可得：  
21 1 0S x

x
     
 

，即  S x 在区间  1,0 上单调递增.

故当  1,0x  时，   0S x  .

可得：    1 2
2

1T x T x T
x

 
   

 
.

根据  T x 函数的单调性，可得： 1
2

10 x
x

  ，即 1 2 1x x  ，.

故 1 2 1x x  .


